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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Marty Piecyk
Graph Homomorphisms — FExploring the Boundaries of Tractability

Rozprawa doktorska Marty Piecyk dotyczy problemu istnienia homomorfizmu z da-
nego grafu G w inny dany graf H, czyli funkcji przeksztatcajacej wierzchotki grafu G na
wierzchotki grafu H, dla ktorej obrazem kazdej krawedzi w G jest pewna krawedz w H.
Jesli graf H jest grafem pelnym, to homomorfizm z G w H jest wtasciwym kolorowaniem
grafu G. Zatem rozwazany problem homomorfizmu graféw jest uogélnieniem klasycznego
i czesto badanego problemu wlasciwego kolorowania grafow. Wiadomo, ze dla ustalonego
grafu H niezawierajacego petli i niebedacego grafem dwudzielnym, problem homomor-
fizmu jest problemem NP-trudnym. Oznacza to (przy zalozeniu P # NP), Zze nie ma
algorytmu rozwiazujacego ten problem w czasie wielomianowym ze wzgledu na wielkos$é
grafu G. Naturalne w takiej sytuacji jest rozwazenie pewnego parametru ograniczajace-
go ,ztozono$¢” grafu GG i pytanie o algorytm rozwigzujacy problem homomorfizmu dla
grafow z takiej wezszej klasy. Ma to uzasadnienie praktyczne, gdyz czesto grafy ktére mo-
deluja rézne naturalne zjawiska (na przyktad sie¢ spoltecznosciowa, potaczenia drogowe,
czy topologie uktadéw scalonych) maja whasnie dosé ograniczona strukture. W omawianej
rozprawie rozwazane sa dwa takie parametry ograniczajace ztozono$é¢ grafu — szerokosé
cieciowa oraz Srednica. Oba te parametry sg dos¢ naturalne i byly rozwazane juz wcze-
sniej w tym kontekscie w wielu publikacjach. Wyniki naukowe przedstawione w rozprawie
wpisuja sie we wspolczesne badania w dziedzinie i istotnie poszerzaja nasza wiedze w oma-
wianym zagadnieniu.

Pierwszy rozdziat rozprawy zaczyna sie od wprowadzenia do algorytmicznych pro-
bleméw grafowych i opisu dotychczasowych istotnych wynikow, ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem szerokosci cieciowej, srednicy oraz problemu homomorfizmu graféw. Nastepnie
przedstawione sg najwazniejsze wyniki naukowe uzyskane w ramach rozprawy doktor-
skiej. Warto podkredli¢ tu mnogo$é¢ wymienionych odniesien do wezesniejszych publikacji,
uwypuklajacych dogtebne zrozumienie przez Marte Piecyk omawianej tematyki i dobre

osadzenie swojej pracy naukowej w kontekscie wczesniejszych badan.



W drugim i trzecim rozdziale wprowadzone sa pojecia i oznaczenia stosowane w roz-
prawie oraz podstawowe narzedzia uzywane w problemie homomorfizmu graféw. Przedsta-
wiono takze hipotezy sprzed ponad 20 lat, ktore implikuja pewne wlasnosci strukturalne
graféw umozliwiajace dowodzenie dolnych ograniczen na czas dziatania szukanych algo-
rytmoéw. Istotna cze$é opisanych tutaj metod pochodzi z pracy Marty Piecyk napisanej
wspolnej z Okrasg i Rzazewskim jeszcze przed rozpoczeciem studiéw doktoranckich.

Rozdzial czwarty stanowi jedna z dwoch gtéwnych czesci rozprawy i zawiera wyniki do-
tyczace problemu homomorfizmu przy ograniczonej szerokosci cieciowej grafu G. Méwimy;,
ze graf ma szeroko$¢ cieciowq co najwyzej k, jesli istnieje taka kolejnos¢ jego wierzchotkow,
ze pomiedzy kazdym zbiorem poczatkowych wierzchotkéw a pozostatymi wierzchotkami
jest co najwyzej k krawedzi. Wiadomo (dzieki wezesniejszej pracy Piecyk i Rzazewskie-
go), ze przy zalozeniu ETH nie istnieje algorytm rozwiazujacy problem homomorfizmu
z grafu G o szerokoéci cieciowej co najwyzej k w graf H, ktéry dziata w czasie ¢ - |G|
dla uniwersalnej statej c niezaleznej od H. Z drugiej strony, standardowe programowanie
dynamiczne pozwala rozwiazaé ten problem w czasie |H|*- |G|, Dlatego doé¢ naturalne
jest pytanie o optymalng staly cy, zalezng od grafu H, dla ktérej rozwazany problem da
sie rozwigzaé¢ w czasie ¥, - |G| i nie da si¢ tego zrobi¢ w ,znaczaco” lepszym czasie.
Warto dodac, ze w przypadku problemu wtasciwego kolorowania graféw, czyli gdy H jest
grafem pelnym, taka stata jest znana. W omawianej rozprawie przedstawiono twierdzenia
sugerujace, ze w ogolnosci ta optymalng statg moze byé cy = mimsup (H), gdzie mimsup”
jest pewnym szczegblnym parametrem grafowym. Udowodniono nastepujace istotne fakty

dotyczace problemu homomorfizmu do ustalonego grafu H:

e Przy zalozeniu SETH nie istnieje algorytm dziatajacy w czasie znaczgco szybszym
niz mimsup (H)* - |G|°1) dla prawie wszystkich graféw niedwudzielnych H, a dla
wszystkich graféw niedwudzielnych przy dodatkowym zatozeniu prawdziwosci wspo-

mnianych wczesniej hipotez strukturalnych sprzed ponad 20 lat.

e Najwicksza mozliwa liczba stanéow koniecznych w naturalnym programowaniu dy-

namicznym wynosi mimsup (H)*.
o Istnicje algorytm dzialajacy w czasie 20(mimsup”(H)-klogk) . | |O1),

Powyzsze wyniki, ktérych autorami poza Martg Piecyk sa Carla Groenland, Isja Mannens,
Jesper Nederlof i Pawel Rzazewski, zostaly zaprezentowane na prestizowej konferencji in-
formatycznej ICALP. Wprawdzie te rezultaty nie daja pelnego rozwiazania rozwazanego
problemu, niemniej stanowig istotny postep w tym trudnym zagadnieniu. Ich dowody sg
dos¢ techniczne, wymagaja sporej zawzietosci oraz znajomosci szerokiego aparatu meto-

dologicznego, w tym elementéw algebry liniowe;j.



Piaty rozdzial rozprawy doktorskiej stanowi jej druga gtéwng czeéé i dotyczy problemu
istnienia homomorfizmu z grafu G' o ograniczonej $rednicy w graf H. Mowimy, ze graf ma
srednice co najwyzej k, jesli kazde dwa wierzchotki potaczone sa $ciezka sktadajaca sie
z co najwyzej k krawedzi. Mimo wielu prac naukowych w tej tematyce, juz dla H = K3,
czyli dla problemu wtasciwego kolorowania graféw trzema kolorami, nie mamy dobrych
ograniczen na czas trwania algorytmow dla graféw G o ograniczonej srednicy. Nawet dla
grafow o Srednicy 2 nie wiemy czy istnieje algorytm dzialajacy w czasie wielomianowym ze
wzgledu na wielkos$¢ grafu G. Mertzios i Spirakis pokazali w 2013 roku, ze istnieje algorytm
rozwigzujacy problem wlasciwego kolorowania trzema kolorami graféw na n wierzchotkach
o érednicy 2 dzialajacy w czasie 200V71087) W rozprawie doktorskiej poprawiono ten wy-
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nik, wskazujac algorytm dzialajacy w czasie 200 i to w ogdlniejszej wersji listowe]

i wazonej. Udowodniono takze istnienie algorytmu rozwiazujacego analogiczny problem
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dla graféw o érednicy co najwyzej 3 dziatajacego w czasie 20(
ten problem w wersji wazonej przy zalozeniu ETH nie ma algorytmu dziatajacego w cza-
sie 2°("). Powyzsze wyniki, uzyskane wspoélnie z Michatem Debskim i Pawlem Rzgzewskim,
zostaly zaprezentowane na prestizowej konferencji informatycznej ESA oraz opublikowa-
ne w czasopismie SIAM Journal on Discrete Mathematics. Ich dowody uzywajg réznych
redukeji i zasad rozgateziania oraz pomystowego podejscia probabilistycznego. Rezultaty
te niewatpliwie stanowia istotny postep w interesujacym i badanym problemie, dlatego
tez byly juz kilkukrotnie cytowane przez innych naukowcow.

W dalszej czesci pigtego rozdzialu rozprawy doktorskiej rozpatrywany jest problem
homomorfizmu z grafu G o ograniczonej $rednicy w graf H inny niz K3 omdéwiony wcze-
$niej. Najpierw udowodnione jest, ze jesli H jest grafem niezawierajgcym trojkata, to
istnieje algorytm rozwigzujacy rozwazany problem dla graféw o srednicy 2 w czasie wie-
lomianowym. Dowdd tego faktu jest relatywnie krotki i uzywa dosé naturalnych redukeji.
Niestety nie zawarto po nim rozwazan dotyczacych grafow o wiekszej srednicy. Nastep-
nie analizowany jest specjalny przypadek gdy graf H jest cyklem dtugosci 2k + 1 dla
pewnej liczby catkowitej k& > 2. Wykazano, ze istnieje wielomianowy algorytm dla gra-
fow o srednicy k + 1, podwyktadniczy dla érednicy k + 2 oraz zaktadajac ETH, Ze nie ma
algorytmu podwyktadniczego dla graféw o srednicy 2k+2. Rezultaty dotyczace homomor-
fizmu w nieparzysty cykl zostaty opublikowane w samodzielnej pracy zaprezentowanej na
prestizowej konferencji informatycznej MFCS. Dowody sg techniczne i w gtoéwnej mierze
dosé specyficzne do problemu, wiec ciezko je zastosowaé¢ w szerszym kontekscie, niemniej
sa pomystowe i oryginalne. Warto podkresli¢, ze wyniki te zostaly uzyskane indywidual-
nie, co wyraziscie dowodzi, ze Marta Piecyk umie samodzielnie prowadzi¢ prace naukowsq

na dobrym poziomie.



Rozprawa doktorska konczy sie krotkim podsumowaniem pozostatych wynikéw na-
ukowych Marty Piecyk oraz zatacznikiem zawierajacym formalne dowody analitycznych
faktow pominietych w dowodach gléwnych twierdzen. Myéle, ze wydzielenie tych frag-
mentow analitycznych do zatacznika byto stuszng decyzja, zeby réwnoczesnie nie zamacad
gtownego dowodu, jak i nie pozostawia¢ luk w uzasadnieniach.

Pod wzgledem redakcyjnym rozprawa doktorska napisana jest starannie i poprawnie.
Zauwazytem troche literowek czy drobnych btedéw, nie przeszkadzalty one jednak w cato-
Sciowym zrozumieniu pracy. Wida¢, ze autorka przywiazywata duzg uwage by przekazac
intuicje oraz zarysowacé ogolne idee prezentowanych algorytméw czy ramowe plany dowo-
déw. Niektore definicje sg przypominane po dtuzszym czasie od ich wezesniejszego uzycia,
co ulatwia czytanie. Dowody gltownych twierdzen sa precyzyjnie opisane i odpowiednio
ustrukturyzowane, m.in. poprzez opatrzenie dtuzszych fragmentéw pogrubionymi tytuta-
mi opisujacymi ich cel lub rozwazany w nich przypadek.

Podsumowujac, uwazam, ze jest to solidna praca doktorska, ktorej tematyka dotyczy
ciekawych zagadnien badanych w algorytmicznej teorii grafow. W ramach rozprawy udzie-
lono cze$ciowych odpowiedzi na trudne pytania algorytmiczne i niewgtpliwie stanowi ona
oryginalny i zauwazalny w Srodowisku wktad w rozwéj dziedziny. Rozprawa doktorska
prezentuje wysoka ogdlng wiedze teoretyczna oraz szeroki warsztat metodologiczny Mar-
ty Piecyk. Rozprawa dowodzi takze, ze jej autorka umie skutecznie stosowaé¢ wspotczesne
metody algorytmiczne oraz opisywac¢ je w sposob klarowny. Bardzo bogata bibliografia
wyraznie pokazuje, ze Marta Piecyk $wietnie orientuje sie w fachowej literaturze oraz
w najnowszych wynikach naukowych dotyczacych omawianej tematyki.

W moim przekonaniu przedstawiona rozprawa zdecydowanie spetnia wszelkie wyma-
gania stawiane rozprawom doktorskim i niewgtpliwie nalezy dopusci¢ Marte Piecyk do

dalszych etapow postepowania w sprawie nadania stopnia doktora.

A Gresl

Andrzej Grzesik
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